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Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñ ÒÅ è ÒÌ ïîëÿ-
ðèçàöèÿìè íà èäåàëüíî-ïðîâîäÿùåì êëèíå ñ ïðîèçâîëüíûì óãëîì ïðè âåðøèíå. Èññëåäîâàíèå 
âêëþ÷àåò ðàçðàáîòêó ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ðàñ÷åòà àìïëèòóäû è èíòåíñèâíîñòè äèôðàê-
öèîííîãî ïîëÿ. Ôîðìóëû ìîäåëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå, äîïóñêàþùèì àâòîìàòè÷åñêîå âûäåëå-
íèå ïëîñêèõ âîëí, áåç âûïèñûâàíèÿ ëîãè÷åñêèõ óñëîâèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â îáëàñòè äâóõ îòðàæåíèé 
ðåøåíèå äèôðàêöèîííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà çåðêàëüíîé 
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ñèììåòðèè êëèíà. Ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â 
âèäå ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè äâóõ ðåøåíèé. Êàæäîå èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ ïëîñêîé 
âîëíû ïî îòäåëüíîñòè îò âåðõíåé è íèæíåé ãðàíè êëèíà. Ðåøåíèå çàäà÷è ïîñòðîåíî âî âñåé 
îáëàñòè ôèçè÷åñêèõ óãëîâ áåç îãðàíè÷åíèé íà óäàëåííîñòü òî÷êè íàáëþäåíèÿ îò ðåáðà êëèíà. 
Èíòåíñèâíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì ôîðìóë äëÿ ìîäóëÿ 
âåêòîðà Óìîâà–Ïîéíòèíãà. Èññëåäîâàíû ýôôåêòû äèôðàêöèè è èíòåðôåðåíöèè ïîëÿ âáëèçè 
ñòåíîê êëèíà. Îáíàðóæåí ýôôåêò ïîäàâëåíèÿ äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè ïî-
âåðõíîñòè êëèíà äëÿ ñëó÷àÿ ñêîëüçÿùåãî ïàäåíèÿ ÒÌ âîëíû.
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NUMERICAL MODELING OF DIFFRACTION 
BY A WEDGE WITH AN ARBITRARY ANGLE

The paper aims at conducting a numerical study of electromagnetic waves diffraction with TE and 
TM polarizations by a perfectly conducting wedge with an arbitrary angle at the vertex. The study 
also contains a developed mathematical model intended for calculating the amplitude and intensity of 
the diffraction field. The formulas are presented in a way that allows the automatic selection of plane 
waves without writing logical conditions. It is shown that in the region of two reflections the solution 
of the diffraction problem can be found by using the principle of mirror symmetry in the plane of the 
wedge symmetry. The solution can be presented as a linear superposition of two solutions. Each of 
them corresponds to the reflection of a plane wave separately from the upper and lower faces of 
the wedge. The solution is constructed in the whole area of physical angles without any distance 
restrictions imposed at the observation point from the wedge edge. The electromagnetic field 
intensity is calculated with the formulas for the Umov-Poynting vector. The effects of field diffraction 
and interference near the wedge walls are scrutinized. 

Keywords: rigorous diffraction theory; numerical simulation of diffraction by a wedge.
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Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ 
äèôðàêöèè âîñõîäèò ê òðóäàì [3; 10; 13; 
14; 17; 22–24; 26; 27]. Çàäà÷à äèôðàêöèè 

íà êëèíå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé 
òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè 
[11; 12; 21; 29]. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äèôðàê-
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öèè íà êëèíå â äâóìåðíîì ñòàöèîíàðíîì 
ñëó÷àå îñíîâàíà íà óðàâíåíèè Ãåëüìãîëüöà, 
÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ 
äèôðàêöèîííûå èíòåãðàëû Çîììåðôåëü-
äà–Ôðàíêà–Ìèçåñà. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ 
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ìîæåò âêëþ÷àòü óñ-
ëîâèÿ I ðîäà (çàäà÷à Äèðèõëå, ïëîñêàÿ âîëíà 
ÒÅ ïîëÿðèçàöèè), II ðîäà (çàäà÷à Íåéìàíà, 
ïëîñêàÿ âîëíà ÒÌ ïîëÿðèçàöèè), III ðîäà 
(çàäà÷à ñìåøàííîãî òèïà ñ èìïåäàíñíûìè 
óñëîâèÿìè [2; 18–20]). Êðàåâûå çàäà÷è 
äèôðàêöèè èìåþò ïðàêòè÷åñêóþ íàïðàâëåí-
íîñòü è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ 
ñ êðàÿìè ìåòàëëè÷åñêèõ îïðàâ è äèàôðàãì. 
Èçó÷åíèþ ñòðîãèõ çàäà÷ äèôðàêöèè ïîñâÿ-
ùåíû òàêæå ðàáîòû [2; 4; 6–9; 15]. Ïîñòà-
íîâêà çàäà÷è äèôðàêöèè íà êëèíå è íåêî-
òîðûå åå ñëåäñòâèÿ îïèñàíû â êóðñå [16]. 
Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïðîâîäèòñÿ èçó÷åíèå 
äèôðàêöèè â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé òåî-
ðèè [28; 31; 33] è ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðèáëè-
æåíèÿ [22], îòìåòèì òàêæå ðàííèå àíàëè-
òè÷åñêèå ðàáîòû âðåìåí Çîììåðôåëüäà
[25; 30; 32]. 

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé âñåõ òðåõ çà-
äà÷ èñïîëüçóþò äèôðàêöèîííûå èíòåãðàëû. 
Ïîñêîëüêó ïåðèîä äèôðàêöèîííûõ èíòå-
ãðàëîâ T ñâÿçàí ñ óãëîì ðàñòâîðà êëèíà δ 
ñîîòíîøåíèåì T = 2πp = 2(2π – δ), â ëè-
òåðàòóðå èññëåäîâàëèñü â îñíîâíîì ñëó÷àè 
öåëûõ çíà÷åíèé ÷èñëà: p = 1(δ = π) — ïëî-
ñêîñòü; p = 2(δ = 0) — ïîëóïëîñêîñòü; 
p = 3/2(δ = π/2) — ïðÿìîóãîëüíûé êëèí. 

Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà íåêî-
òîðûõ ìàëîèçâåñòíûõ ïðåäñòàâëåíèé çàäà÷è, 
óäîáíûõ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷å-
òîâ, è êîìïüþòåðíîå èññëåäîâàíèå äèôðàê-
öèè ïëîñêîé âîëíû íà èäåàëüíî-ïðîâîäÿùåì 
êëèíå ñ ïðîèçâîëüíûì óãëîì ïðè âåðøèíå ñ 
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè I è II ðîäà.

Ðàññìîòðèì êëèí ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 
δ < π (ðèñ. 1). Ñëó÷àé δ > π ïðèâîäèò ê 
óãîëêîâîìó îòðàæàòåëþ, ïîýòîìó çäåñü íå 
ïðèâîäèòñÿ. Íà êëèí ïàäàåò âíåøíÿÿ ïëîñêàÿ 
ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, õàðàêòåðèçóåìàÿ 
âîëíîâûì âåêòîðîì k. Â ïîëÿðíîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò âåêòîð k çàäàåòñÿ ìîäóëåì 
k = |k| = 2π/λ, ãäå λ — äëèíà âîëíû, è ïî-
ëÿðíûì óãëîì α (ïî ðÿäó ïðè÷èí óäîáíåå èñ-
ïîëüçîâàòü óãîë Çîììåðôåëüäà γ = α – π); 
òî÷êà íàáëþäåíèÿ —ìîäóëåì ðàäèóñ-âåêòî-
ðà r = |r| è ïîëÿðíûì óãëîì φ. 
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Ðèñ. 1. Äèôðàêöèÿ ïëîñêîé âîëíû 
íà êëèíå â îáëàñòè I

Ïðîèçâîëüíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå 
â äâóìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â 
âèäå ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè ïîëåé, îáëàäà-
þùèõ ÒÅ (transverse electric) è ÒÌ (transverse 
magnetic) ïîëÿðèçàöèÿìè [3]. Èìååòñÿ â âèäó 
ïîïåðå÷íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî èëè ìàãíèòíî-
ãî âåêòîðà ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ âîëíû, îáðà-
çîâàííîé âîëíîâûì âåêòîðîì è ïåðïåíäèêó-
ëÿðîì ê ïîâåðõíîñòè îòðàæåíèÿ. Ïîýòîìó 
îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå 
äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, îáëàäà-
þùåãî ýòèìè äâóìÿ ïîëÿðèçàöèÿìè. Â ñëó-
÷àå ÒÅ è ÒÌ âîëí äåéñòâèòåëüíûå âåêòîðû 
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî 
ïîëåé, ïàðàëëåëüíûõ êðàþ êëèíà, îïðåäåëÿ-
þòñÿ âûðàæåíèÿìè

E(r, t) = Re[UE(r)e–iωt];

H(r, t) = Re[UH(r)e–iωt].

Êîìïëåêñíûå ôóíêöèè UE(r) è UH(r) ÿâëÿþòñÿ 
ðåøåíèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìà-
íà äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Äàëåå èíäåê-
ñû E è H îïóñòèì.

Âûðàæåíèå äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû 
U(r) ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû â ïîëÿðíûõ 
êîîðäèíàòàõ èìååò âèä [14]

( , ) ( ); ; .gU exp i cos kr            
Êðàåâàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè ñòàâèòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå 
äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

2

2 2

1 1
0

U U
U

   
         

â îáëàñòè óãëîâ 0 < φ < 2π –δδ ïðè ëþáûõ 
çíà÷åíèÿõ ðàäèóñà 0 < ρ < ∞. Íà ïîâåðõíî-



102
Известия ИГЭА. 2014. № 1 (93)

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ, ÑÈÑÒÅÌÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ

ñòÿõ êëèíà ñòàâèòñÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ 
ðåøåíèÿ (óñëîâèå I ðîäà äëÿ ÒÅ âîëíû), ëèáî 
åãî ïðîèçâîäíîé ïî óãëó φ (óñëîâèå II ðîäà, 
äëÿ ÒÌ âîëíû)

0, 2
0, 2

0 0 .
U

U
   

     
  

 
   

 

(1)

Óðàâíåíèå (1) èìååò îñîáûå òî÷êè ρ = 0 
è ∞ ïîýòîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðå-
ìû åäèíñòâåííîñòè íà ðåøåíèå U ñòàâÿòñÿ 
èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ Ìåéêñíåðà è Çîììåð-
ôåëüäà [2]:
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Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà 
ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ìîæíî ðàçëîæèòü 
íà ñóììó ðåøåíèé ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè 
[10; 22] è äèôðàêöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé 
U = Ug + Ud.

×àñòíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ïëîñêèå è öèëèíäðè÷åñêèå âîëíû, à 
òàêæå â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ ëþáûå 
ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ âîëí â âèäå êîíòóð-
íûõ èíòåãðàëîâ â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíûõ 
óãëîâ. Ñðåäè ñîâîêóïíîñòè âñåõ êîíòóðíûõ 
èíòåãðàëîâ âûäåëÿþò «äèôðàêöèîííûå èí-
òåãðàëû» Çîììåðôåëüäà–Ôðàíêà–Ìèçåñà 
(ÇÔÌ), êîòîðûå íà áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìÿò-
ñÿ ê ïëîñêèì, ëèáî öèëèíäðè÷åñêèì ðàçáå-
ãàþùèìñÿ âîëíàì.

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ äèôðàêöèîííûõ 
èíòåãðàëîâ ÇÔÌ ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ 
[2; 4; 6; 14; 24]. Ñóùåñòâóåò äâà âèäà èí-
òåãðàëîâ ÇÔÌ. Äèôðàêöèîííûå èíòåãðàëû 

,( )C
TU    ñ èíäåêñîì C ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, 

íåïðåðûâíûìè, ÷åòíûìè, ïåðèîäè÷åñêèìè 
ôóíêöèÿìè ñ ïåðèîäîì T. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, 
÷òî T > 2π. Ïðè ρ → ∞ â äèàïàçîíå óãëîâ 
|θ| < π: cos,( ) ,C i

TU e      à â äèàïàçîíå óãëîâ 
π < |θ| < T/2: ( , ) 0.C

TU     Äèôðàêöèîííûå 
èíòåãðàëû ñ èíäåêñàìè D â ïðåäåëàõ îñíîâ-
íîãî ïåðèîäà ïîëó÷àþòñÿ èç èíòåãðàëîâ ñ 
èíäåêñàìè Ñ âû÷èòàíèåì ïëîñêîé âîëíû, óì-
íîæåííîé íà ôóíêöèþ Õýâèñàéäà, è ÿâëÿþòñÿ 
êóñî÷íî-ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè. Òî÷êè ðàçðû-
âîâ âîçíèêàþò ïðè çíà÷åíèÿõ óãëîâ |θ| = π: 

cos( ) ( ), , ( ),D C i
T TU U e Ф  

  ;
2

T

 

(2)


 
 

1, 0

( ) 1/ 2, 0.

0, 0

x

Ф x x

x

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ 
÷èñåë p = T/2π ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå 
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå–Áåññåëÿ 
[6; 10; 24]:
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Â ñëó÷àå öåëûõ p = n çíà÷åíèé âûðàæå-
íèå (3) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó 






  

     

               
     

      
  





1

1

cos (2)
/

0

( , ) exp( cos )

1 cos 1 exp
21

,

sin ( )

С
n

n

m

i
m n

U i

m m
i

n n

n m
e H d

n  

(4)

ãäå (2)
/ ( )m nH  — ôóíêöèÿ Õàíêåëÿ. Äîêàçàòåëü-

ñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè (3) è (4) ïðîâåäåíî â 
ðàáîòå [6].

Êðàåâûå çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ 
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ñåêòîðå ðåøàþòñÿ 
ïîäáîðîì êîìáèíàöèè äèôðàêöèîííûõ êîí-
òóðíûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿëà 
áû êðàåâûì óñëîâèÿì, à òàêæå óñëîâèÿì íà 
áåñêîíå÷íîñòè è â íóëå 

         ( , , ) ( , ) ( , ).C C
T TU U U  (5)

Çäåñü çíàêè ìèíóñ è ïëþñ ñîîòâåòñòâó-
þò çàäà÷àì Äèðèõëå è Íåéìàíà, à ïåðèîä 
T ðàâåí T = 2(2π – δ), ãäå δ — óãîë ïðè 
âåðøèíå êëèíà; èíäåêñû äîïîëíèòåëüíî óêà-
çûâàþò ïåðèîä äèôðàêöèîííîãî èíòåãðàëà 
T è êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ C, ñîãëàñíî 
[6; 10; 14; 24]. Ôîðìóëà (5) ñîîòâåòñòâóåò 
çàïèñè (79.13) èç [10].

Âûäåëåíèå ïëîñêèõ âîëí. Ðåøåíèå (5) íå 
ÿâëÿåòñÿ íàãëÿäíûì è òðåáóåò èññëåäîâàíèÿ. 
Ðàññìîòðèì âûäåëåíèå èç ðåøåíèÿ (5) ïëî-
ñêèõ âîëí, êîòîðûå îñòàþòñÿ ïðè ñòðåìëåíèè 
ρ → ∞. Äàëåå ïðåäëîæèì ìåòîä, óäîáíûé 
ïðè ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèÿõ. Äèôðàêöè-



103
Известия ИГЭА. 2014. № 1 (93)

À. Â. ÁÎÐÎÂÑÊÈÉ,  À. Ë. ÃÀËÊÈÍ

îííûå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè 
ôóíêöèÿìè. Ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 
óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå «î ïîíèæåíèè ïå-
ðèîäà». Ïóñòü U(θ) îáëàäàåò ïåðèîäîì T, 
òîãäà ôóíêöèÿ 



     
 


1

( )
m

k

T
U k

m
îáëàäàåò ïåðèîäîì T/m. Ïîñêîëüêó ñóùå-
ñòâóþò äèôðàêöèîííûå èíòåãðàëû ñ ïåðèî-
äîì, áîëüøèì T, òî, ïðèìåíèâ òåîðåìó â 
ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ ïåðèîäà, ìîæíî ïðåîá-
ðàçîâàòü âûðàæåíèå (5) ê ñëåäóþùåìó âèäó 
(ïåðåìåííóþ ρ îïóñòèì):

          

         
         

  

2 2 1

2 2 2

2 2 2

2

( , ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) (

( )

( ).

)

C C
T T

С C
T T

C C C
T T T

С
T

U U U

U T U T

U U U T

U T
Óãëû ïàäåíèÿ è íàáëþäåíèÿ èçìåíÿþòñÿ â 

ïðåäåëàõ 0 < γ, φ < T/2. Ïîýòîìó àðãóìåíò 
ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà ïîïàäàåò â èíòåðâàë 
óãëîâ T/2 < T + φ – γ < 3T/2, â ïðåäåëàõ 
êîòîðîãî àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà ðàâíà íóëþ, 
è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëû ñ èíäåêñàìè C è 
D ñîâïàäàþò. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

        

     
2 2

2 2

( , ) ( ) ( )

( ) ( ).

C C
T T

C D
T T

U U U

U T U T  
(6)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (2), ïåðåïè-
øåì âûðàæåíèå (6): 

cos( )

cos( )

cos( )

( , , ) ( )

( )

( ) ( , ). 

i

i

i T D

U e Ф

e Ф

e Ф T U
 

(7)

        

      

      

2 2

2 2

( , ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( , ).

D D D
T T

D D
T T

D D
T T

U U U

U T U T

U U

Çäåñü âûäåëèëèñü òðè âîëíû ãåîìåòðè÷å-
ñêîé îïòèêè: ïàäàþùàÿ è äâå îòðàæåííûõ îò 
âåðõíåé è íèæíåé ãðàíè êëèíà. Ôóíêöèè Õý-
âèñàéäà, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, îáåñïå÷èâàþò 
âûäåëåíèå ïëîñêèõ âîëí â íóæíûõ äèàïàçî-
íàõ óãëîâ. 

Â îáëàñòè I îäíîãî îòðàæåíèÿ îò âåðõíåé 
ãðàíè êëèíà 0 < γ < π – δ òðåòüÿ âîëíà ãåî-
ìåòðè÷åñêîé îïòèêè â (7) îòñóòñòâóåò, òàê 
êàê ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà äëÿ íåå ðàâíà íóëþ. 

Â îáëàñòè II äâóõ îòðàæåíèé π – δ < γ < π 
ïðèñóòñòâóþò âñå òðè ïëîñêèå âîëíû. Â îá-
ëàñòè îäíîãî îòðàæåíèÿ îò íèæíåé ãðàíè 
êëèíà π < γ < 2π – δ â (7) îòñóòñòâóåò âòî-
ðàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ âîëíà, òàê êàê óæå äëÿ 
íåå ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà áóäåò ðàâíà íóëþ 
(ñì. ðèñ. 1). Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (5) 
îáåñïå÷èâàåò àâòîìàòè÷åñêîå âûäåëåíèå 
ïëîñêèõ âîëí â çàäà÷å î êëèíå è ïðèâîäèò ê 
ïðåäñòàâëåíèþ (7).

Ïðèíöèï çåðêàëüíîé ñèììåòðèè. Â îá-
ëàñòè äâóõ îòðàæåíèé îò ðàçíûõ ãðàíåé 
ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè íà êëèíå ìîæåò 
áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ïðèíöèïà çåðêàëüíîé ñèììåòðèè. Ïîñêîëü-
êó êëèí èìååò îñü ñèììåòðèè OOʹ, òî è 
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà äëÿ êëèíà 
äîëæíî áûòü çåðêàëüíî-ñèììåòðè÷íûì îò-
íîñèòåëüíî OOʹ.

Ñâîéñòâî ñèììåòðèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü 
äëÿ íàõîæäåíèÿ èëè èíòåðïðåòàöèè ðåøåíèÿ 
çàäà÷è. Ïàäàþùàÿ âîëíà ñ âîëíîâûì âåêòî-
ðîì k ïîðîæäàåò äâå âîëíû ñ âîëíîâûìè 
âåêòîðàìè kʹ, kʺ, îòðàæåííûå îò äâóõ ðàçíûõ 
ãðàíåé êëèíà. Ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè äëÿ 
ñëó÷àÿ îäíîãî îòðàæåíèÿ îò âåðõíåé ãðàíè 
êëèíà, ïîðîæäàåìîå âîëíîâûìè âåêòîðàìè 
k, kʹ, îïðåäåëÿåòñÿ (7) ñ îáíóëåííîé òðåòüåé 
âîëíîé ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè 

cos( )

cos( )

( , , ) ( )

( ) ( , );

i

i D

U e Ф

e Ф U
 (8)

         ( , ) ( , ) ( , ).D D D
T TU U U

Äëÿ çàïèñè äèôðàêöèîííîé äîáàâêè, ïî-
ðîæäàåìîé ïàäàþùåé k è kʺ îòðàæåííîé 
âîëíàìè ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè k è kʺ, ñëå-
äóåò çåðêàëüíî îòðàçèòü âîëíîâûå âåêòîðà 
è îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè êëèíà OOʹ: 
k, kʺ → k*, kʺ*. Äàëåå ñëåäóåò çàïèñàòü 
èçâåñòíîå äëÿ îáëàñòè I äèôðàêöèîííîå 
ðåøåíèå äëÿ âåêòîðîâ k*, kʺ* è çåðêàëü-
íî îòðàçèòü åãî îáðàòíî. Òàêèì ñïîñîáîì 
ïîëó÷èì äèôðàêöèîííîå ðåøåíèå, ïîðîæ-
äàåìîå âåêòîðàìè k, kʺ. Â ñèëó ëèíåéíîñòè 
çàäà÷è ðåçóëüòèðóþùåå äèôðàêöèîííîå 
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëóñóììîé óêàçàííûõ 
ðåøåíèé. 

Ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè ïðÿìîå è 
çåðêàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèÿ (ðèñ. 2) 
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

      *( *, *) ( *, 2 * ).V V
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А О

О *
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*

’

Ðèñ. 2. Ñâîéñòâà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ 
îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè êëèíà ÎÎʹ

Ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè âîëíîâîãî 
âåêòîðà îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè k → k* 
óãîë γ ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
γ → γ* = 2π – γ – δ = T/2 – γ). Äëÿ óãëà γ* 
îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè ñ ôèçè-
÷åñêèì îòðàæåíèåì îò âåðõíåé ãðàíè êëèíà 
èìååò âèä 

          ( , , *) ( , *) ( , *).D D D
T TU U U  (9)

Îòðàçèâ ðåøåíèå (9) çåðêàëüíî â îáðàò-
íóþ ñòîðîíó è âçÿâ ïîëóñóììó èç (8), ïîëó-
÷èì äèôðàêöèîííóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è â 
îáëàñòè II 




   

       





      

1

2

( , , )

1
( , ) ( , )

2

[ ( , ) ( )] .

]

,

[

D

D D
T T

D D
T T

U

U U

U U T

Âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îïèñû-
âàþò äèôðàêöèîííûå äîáàâêè, âûçâàííûå 
îòðàæåíèÿìè ïëîñêîé âîëíû îò âåðõíåé è 
íèæíåé ãðàíè êëèíà. Ýòî è åñòü ëèíåéíîå 
ðàçáèåíèå íà äâå äèôðàêöèîííûå çàäà÷è. 
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ÷åòíîñòè è ïåðèîäè÷-
íîñòè äèôðàêöèîííûõ èíòåãðàëîâ, ëåãêî 
âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîá-
êàõ ñîâïàäàþò, âñëåäñòâèå ÷åãî äâîéêà 
ñîêðàùàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ 
UD(φ, γ) â (7) óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó çåð-
êàëüíîé ñèììåòðèè. 

Íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé â çàäà÷å äèô-
ðàêöèè  ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòü ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíû, êîòîðàÿ ðàâíà ìîäóëþ âåê-
òîðà Óìîâà–Ïîéíòèíãà, óñðåäíåííîãî ïî 
áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì ýëåêòðîìàãíèòíîãî 
ïîëÿ [3]:

 


( *) ,
8

c
I ReS EH

ãäå Å è Í — ñòàöèîíàðíûå êîìïëåêñíûå 
àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî 
ïîëåé. 

Âû÷èñëåíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà äëÿ äèô-
ðàêöèè ÒÅ è ÒÌ âîëíû ïðåäñòàâëÿåò îòäåëü-
íóþ çàäà÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé ïðåäñòàâëåíî, 
íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [9] è [7]. Êîíå÷íîå âû-
ðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè â îáîèõ ñëó÷àÿõ 
ñîâïàäàåò 

  
     

  
    

2

2

2

1 Re
Re

.
Re

Re

lmU U
U ImU

I
ImU U

U lmU  

(10)

Çäåñü èíòåíñèâíîñòü íîðìèðîâàíà íà 
èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû. 
Îñîáåííîñòüþ âûðàæåíèÿ (10) ÿâëÿåòñÿ íå-
çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè îò çíàêà ìíèìîé 
÷àñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Ýòî 
ïîçâîëÿåò íå ñëåäèòü çà çíàêîì êîìïëåêñ-
íîé ÷àñòè ðåøåíèÿ, ÷òî íåñêîëüêî óïðîùàåò 
èññëåäîâàíèå.

Òàêèì îáðàçîì, â ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè äèôðàêöèè íà êëèíå c ïðîèçâîëüíûì 
óãëîì δ < π ïðè âåðøèíå â îáëàñòè ôèçè-
÷åñêèõ óãëîâ íàáëþäåíèÿ è ïàäåíèÿ ïëîñêîé 
âîëíû íà êëèí 0 < φ, γ < 2π – δ èíòåíñèâíîñòü 
(10) îäíîçíà÷íî ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ 
(3) è (5). Ýòà ìîäåëü ïîëîæåíà â îñíîâó ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèôðàêöèè ïëîñêèõ 
ÒÅ è ÒÌ âîëí íà êëèíå.

Îïèñàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïðèìå-
íÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè íà 
êëèíå, è íåêîòîðûå ðàñ÷åòû ïðåäñòàâëåíû 
â [5; 8]. Â äàííîé ñòàòüå ðàññ÷èòûâàëñÿ 
äèôðàêöèîííûé èíòåãðàë ñ èíäåêñîì C 
ìåòîäîì ðÿäîâ Ôóðüå–Áåññåëÿ. Ïðÿìîé 
ðàñ÷åò ñ èñïîëüçîâàíèåì (3) ïîòðåáîâàë 
ó÷åòà íå ìåíåå 150 ÷ëåíîâ ðÿäà. Íà ðèñ. 
3 ñ÷èòàþòñÿ ÷àñòè÷íûå ñóììû è ïðèâîäÿòñÿ 
ãðàôèêè äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé 
äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì êàê ôóíêöèé íîìå-
ðà n-÷èñëà ñëàãàåìûõ â ñóììå. Èíòåðïîëÿ-
öèÿ íà ãðàôèêå èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ, çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ p = 3, θ = π/3, ôóíêöèÿ 
Áåññåëÿ âçÿòà èç áèáëèîòåêè ñòàíäàðòíûõ 
ïðîãðàìì. Ñõîäèìîñòü ðÿäà (3) ñëàáî çà-
âèñèò îò ÷èñëà p â äèàïàçîíå 1 < p < 3 è 
óãëîâ θ.
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Ðèñ. 3. ×àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (8) 
êàê ôóíêöèè ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà 
ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ p = 3, θ = π/3

Äëÿ ðàñ÷åòà èíòåíñèâíîñòè ïðèìåíÿëèñü 
äâå îòëè÷àþùèåñÿ ÷èñëåííûå ñõåìû:

– èíòåðïîëÿöèîííàÿ ñõåìà ïî óãëó φ ñ 
öåíòðàëüíîé ðàçíîñòüþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíûõ ïî ðàäèóñó; 

– ñõåìà êðåñò, ñîãëàñíî êîòîðîé îáå 
ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿëèñü êàê öåíòðàëüíûå 
ðàçíîñòè. 

Óêàçàííûå ñõåìû ïîçâîëèëè ñóùåñòâåííî 
ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ðàñ÷åòà èíòåíñèâ-
íîñòè. 

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèôðàêöèè íà êëèíå ñ 
δ = 0,877 (â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðîèçâîëüíîå 
çàäàíèå óãëà ìîäåëèðîâàëîñü âåëè÷èíîé 
δ = 0,876 543 21) äëÿ ÒÅ è ÒÌ âîëí. Õà-
ðàêòåðèñòèêè äèôðàãèðóþùèõ âîëí ðàññìà-
òðèâàþòñÿ ïðè ρ = 30, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 
áëèæíåé çîíå. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû óãëîâûå 
ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè. Â çîíàõ, 
ãäå ïåðåñåêàþòñÿ äâå âîëíû, ïàäàþùàÿ è 
îòðàæåííàÿ îò ãðàíè êëèíà, âèäèì êàðòèíó 
èíòåðôåðåíöèè. Èíòåíñèâíîñòü ìåíÿåòñÿ îò 
íóëÿ äî äâóõ (ðèñ. 4a), äî òðåõ (ðèñ. 4â, å) è 
äàæå äî 3,7 (ðèñ. 4ä). Â çîíàõ, ãäå èìååòñÿ 

îäíà ïàäàþùàÿ âîëíà (îíà æå ïðîøåäøàÿ), 
íà êàæäîì ãðàôèêå (ñì. ðèñ. 4) èíòåíñèâ-
íîñòü áëèçêà ê åäèíèöå. Íà êðàÿõ ýòîé çîíû 
ïðè ïåðåõîäå ê ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè èëè ê 
îáëàñòè ñ äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ âîëíàìè 
åäèíè÷íàÿ èíòåíñèâíîñòü âîçìóùåíà ýôôåê-
òîì äèôðàêöèè. Àìïëèòóäà äèôðàêöèîííûõ 
êîëåáàíèé èíòåíñèâíîñòè ìîæåò äîñòèãàòü 
âåëè÷èíû 1,7. 

Íà ðèñ. 4à ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé ïàäåíèÿ 
ïëîñêîé âîëíû íà âåðõíþþ ãðàíü êëèíà ïîä 
óãëîì π/3. Çäåñü èìååòñÿ òîëüêî îäíî îò-
ðàæåíèå îò âåðõíåé ãðàíè êëèíà. Â ñâÿçè ñ 
÷åì íàáëþäàåòñÿ çîíà èíòåðôåðåíöèè è ïà-
äàþùåé (ïðîøåäøåé) âîëíû, êîòîðàÿ ïëàâ-
íî ïåðåõîäèò â îáëàñòü òåíè. Íà ðèñ. 4á 
ïðåäñòàâëåí âàðèàíò íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ 
ïëîñêîé âîëíû íà âåðõíþþ ãðàíü êëèíà. 
Çäåñü ïàäàþùàÿ è îòðàæåííàÿ îò âåðõíåé 
ãðàíè êëèíà âîëíû ãàñÿò äðóã äðóãà, ïîýòî-
ìó èíòåíñèâíîñòü â çîíå èíòåðôåðåíöèè ñó-
ùåñòâåííî ìåíüøå åäèíèöû. Èìååòñÿ çîíà 
ïàäàþùåé âîëíû ñ èíòåíñèâíîñòüþ áëèçêîé 
ê 1, êîòîðàÿ ïðè ïåðåõîäå â îáëàñòü òåíè 
âîçìóùåíà äèôðàêöèåé. Íà ðèñ. 4â ïî-
êàçàí âàðèàíò ïàäåíèÿ ïëîñêîé ÒÅ âîëíû, 
èìåþùåé âîëíîâîé âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé 
íèæíåé ãðàíè êëèíà. Çäåñü èìååòñÿ çîíà 
èíòåðôåðåíöèè ñ ðàçìàõîì àìïëèòóäû 
èíòåíñèâíîñòè îò íóëÿ äî òðåõ, çîíà ïàäàþ-
ùåé (ïðîøåäøåé) âîëíû ñ èíòåíñèâíîñòüþ, 
áëèçêîé ê åäèíèöå, è çîíà äèôðàêöèè âáëè-
çè íèæíåé ãðàíè êëèíà. Ýëåêòðîìàãíèòíîå 
ïîëå ÒÅ âîëíû îòæèìàåòñÿ îò íèæíåé ãðàíè 
è ïîýòîìó ðàçìàõ äèôðàêöèîííûõ ìàêñèìó-
ìîâ äîñòèãàåò âåëè÷èíû 1,7. Îí íåñêîëüêî 
áîëüøå, ÷åì â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ çîíà 
òåíè, ìåæäó êðàåì ïðîøåäøåé ïëîñêîé 
âîëíû è íèæíåé ñòåíêîé êëèíà. Íà ðèñ. 4å 
ïîêàçàí çåðêàëüíî-ñèììåòðè÷íûé âàðèàíò, 
ñîîòâåòñòâóþùèé âîëíîâîìó âåêòîðó èñ-
õîäíîé ÒÅ âîëíû, ïàðàëëåëüíîìó âåðõíåé 
ãðàíè êëèíà. Íà ðèñ. 4ã ïðåäñòàâëåí âàðè-
àíò, àíàëîãè÷íûé ñëó÷àþ ðèñ. 4â, òîëüêî 
äëÿ ÒÌ âîëíû. Çäåñü ïîëå íå îáðàùàåòñÿ 
â íîëü íà íèæíåé ãðàíè, íàáëþäàåòñÿ ýô-
ôåêò ïîäàâëåíèÿ äèôðàêöèè âáëèçè íèæíåé 
ñòåíêè êëèíà.

Íà ðèñ. 4ä ïðåäñòàâëåí ñèììåòðè÷íûé âà-
ðèàíò, êîãäà ïëîñêàÿ âîëíà ïàäàåò ïîä óãëîì 
γ = π – δ/2. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäÿò äâà 
îòðàæåíèÿ ïîä îäèíàêîâûìè óãëàìè îò ðàç-
íûõ ãðàíåé êëèíà. 
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Ðèñ. 4. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè 
Äèôðàêöèÿ ïëîñêîé âîëíû íà êëèíå ñ óãëîì δ = 0,877, ρ = 30:
a — γ = π/3 (ÒÅ); á — γ = π/2 (ÒÅ); â — γ = π – δ (ÒÅ); ã — γ = π – δ (ÒÌ); 
ä — γ = π – δ/2 (ÒÅ); å — γ = π (ÒÅ)
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Ïîäâåäåì èòîãè ïî ÷èñëåííîìó èññëåäî-
âàíèþ äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû:

1. Ïðåäñòàâëåíèå èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà [10; 14; 24] ïîçâî-
ëÿåò âûäåëÿòü ïëîñêèå âîëíû áåç èñïîëüçî-
âàíèÿ ëîãè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ â ïðîèçâîëüíîé 
îáëàñòè óãëîâ ïàäåíèÿ ïëîñêîé âîëíû íà 
êëèí. Ïîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíîå ðåøåíèå 
çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó çåðêàëüíîé 
ñèììåòðèè.

2. Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 
äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà àìïëèòóäû è èíòåíñèâ-
íîñòè äèôðàêöèîííîãî ïîëÿ äëÿ êëèíà ñ ïðî-

èçâîëüíûì óãëîì ðàñòâîðà ïðè ïðîèçâîëüíîì 
óãëå ïàäåíèÿ ïëîñêîé âîëíû. Íà îñíîâå ìîäå-
ëè ðàññ÷èòàíû õàðàêòåðèñòèêè äèôðàêöèè êàê 
â äàëüíåé, òàê è â áëèæíåé çîíàõ.

3. Îáíàðóæåí ýôôåêò îòòàëêèâàíèÿ (îò-
æèìàíèÿ) ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîâåðõíî-
ñòüþ êëèíà â ñëó÷àå, êîãäà âîëíîâîé âåêòîð 
ïàäàþùåé ïëîñêîé ÒÅ âîëíû íàïðàâëåí âäîëü 
ýòîé ïîâåðõíîñòè.

4. Îáíàðóæåí ýôôåêò óìåíüøåíèÿ 
äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè 
ïîâåðõíîñòè êëèíà äëÿ ñëó÷àÿ ñêîëüçÿùåãî 
ïàäåíèÿ ÒÌ âîëíû.
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